Sous-groupes compacts d'homeomorphismes de la sphere by Kolev, Boris
ar
X
iv
:m
at
h/
03
04
10
6v
3 
 [m
ath
.G
T]
  1
6 M
ay
 20
06
NOTE SUR LES SOUS-GROUPES COMPACTS
D'HOMÉOMORPHISMES DE LA SPHÈRE
BORIS KOLEV
Résumé. L'objet de et artile est d'exposer la démonstration du fait
que tout sous-groupe ompat d'homéomorphismes de la sphère est
topologiquement onjugué à un sous-groupe fermé du groupe orthog-
onal O(3).
1. Introdution
Le résultat que nous nous proposons d'exposer dans et artile, à savoir que
tout sous-groupe ompat d'homéomorphismes de S2 est topologiquement
onjugué à un sous-groupe fermé du groupe orthogonal O(3) se situe dans le
adre plus général d'une suite de questions onnue sous le nom de 5
e
problème
de Hilbert [20, 25℄. Plus préisément, soit G un groupe loalement ompat
qui agit dèlement sur une variété M , on se pose les questions suivantes :
(1) G est-il néessairement loalement eulidien1 ?
(2) Si G est loalement eulidien, est-e un groupe de Lie ?
(3) Si G est un groupe de Lie, existe-il une struture analytique sur M
invariante par G ?
La réponse à la première question n'est pas onnue en dehors de quelques
as partiuliers. La réponse à la deuxième question est positive (f. Glea-
son [13℄, Montgomery and Zippin [15℄). La réponse à la troisième question
est négative en général. Il existe des ontre-exemples simples dans le as
non ompat. Citons également la onstrution par Bing [2℄ d'une involution
négative de S3 non onjuguée à un élément de O(4), d'exemples d'homéo-
morphisme périodique de S3 non onjugué à un élément de SO(4) (Bing
[3℄, Montgomery-Zippin [15℄, Bredon [5℄), d'une ation de U(1) sur S4 non
linéarisable (Montgomery, Zippin [15℄) et d'une ation de U(1) sur S2n+2 non
linéarisable [6℄. Signalons enn une preuve par Cairns et Ghys [6℄ que toute
ation topologique de SO(n) sur Rn qui préserve l'origine est globalement
onjuguée à l'ation standard.
1991 Mathematis Subjet Classiation. 57s10 (57s25).
Key words and phrases. Compa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manifolds.
Je tiens à remerier le rapporteur pour sa releture extrêmement attentive de et artile
et ses nombreuses remarques qui m'ont aidé à améliorer e texte.
1
Une autre terminologie pour désigner une variété topologique.
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Un groupe de Lie possède une propriété remarquable : il existe un voisinage
de l'identité qui ne ontient auun sous-groupe non trivial. D'un groupe
topologique qui possède ette propriété, on dit qu'il n'a pas de petit sous-
groupe. Immédiatement après la démonstration par Haar, en 1933, d'une
mesure invariante sur tout sous-groupe loalement ompat, von Neumann
[21℄ établit, en utilisant la théorie des représentations unitaires, le résultat
suivant (voir également [19℄), onsidéré omme la première étape majeure
dans la résolution du 5
e
problème :
Théorème 1.1 (von Neumann). Un groupe ompat qui ne possède pas de
petit sous-groupe est un groupe de Lie.
Le but de et artile est de présenter une demonstration omplète et
moderne d'un théorème dû à Kerékjártó [10℄ qui donne une aratérisation
topologique omplète du groupe des rotations et de ses sous-groupes fermés.
Théorème 1.2 (Kerékjártó). Tout sous-groupe ompat de Home´o(S2) est
topologiquement onjugué à un sous-groupe fermé de O(3).
La preuve donnée par Kerékjártó onsiste à établir d'abord qu'un sous-
groupe ompat d'homéomorphismes de la sphère qui possèdent un point xe
laisse invariant un disque topologique autour de e point, et que tout groupe
ompat d'homéomorphismes du disque est topologiquement onjugué à un
sous-groupe fermé du groupe des isométries eulidiennes O(2). Ces résultats
essentiels se trouvent en réalité dans des travaux antérieurs de Kerékjártó
[9℄ onnus pour être extrêmement onfus. C'est pourquoi nous en reprenons
la démonstration omplète dans un langage moderne dans les premières se-
tions. Le reste de la preuve est une étude asuistique qui se base sur la nature
et le nombre des sous-groupes qui xent un point (les stabilisateurs). Dans
[10℄, le as qui apparaît le plus ompliqué et qui oupe la majeur partie de
l'artile est elui où le groupe agit transitivement sur la sphère ar Kerékjártó
reonstruit dans e as  à la main  la géométrie eulidienne de la sphère.
Dans notre démonstration, qui utilise le langage moderne de la géométrie
diérentiel, e as est, au ontraire, le plus simple.
L'artile originale de Kerékjártó [10℄ traite également des sous-groupes
ompat d'homéomorphismes des autres surfaes ompates, bien que la ma-
jeure partie de l'artile soit onsarée à la sphère. En eet, pour les autres
surfaes, on se ramène à des arguments élaborés pour la sphère et le disque.
Ainsi, l'étude d'un groupe ompat G de transformations d'une surfae fer-
mée M de aratéristique d'Euler χ(M) ≤ 0, onsiste à traiter d'abord le
sous-groupe G0 des transformations isotopes à l'identité. Ce sous-groupe G0
est fermé, distingué dans G et d'indie ni. Dans le as où χ(M) < 0, on
montre en passant au revêtement universel que G0 est trivial. Dans le as
du tore, une analyse analogue à elle de la setion 3, où la notion de nombre
de rotation est remplaée par elle de veteur de rotation, permet de on-
lure que G0 est onjugué à un sous-groupe de translation. Cette étude n'est
pas détaillée dans et artile où nous nous onentrons essentiellement sur
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la sphère et le disque. On pourra onsulter [4℄ pour plus de détails sur les
autres surfaes.
Un prolongement naturel de es questions onsiste à reherher également
une aratérisation topologique du groupe homographique ou d'un de ses
sous-groupes, question également envisagée par Kerékjártó [9℄. L'étude de e
problème a fait apparaître la notion de groupe de onvergene (Ghering and
Martin [12℄). Mais la réponse ne semble pas aussi simple que pour le groupe
des rotations.
La setion 2 de et artile est onsarée à quelques propriétés générales des
sous-groupes ompats d'homéomorphismes d'un espae métrique (X, d) et à
l'étude loale (au voisinage d'un point xe) lorsque X est une surfae. Dans
la setion 3, on détaille la lassiation omplète des sous-groupes ompats
d'homéomorphismes du erle et dans la setion 4, elle des sous-groupes
ompats d'homéomorphismes du disque. La setion 5 présente une démon-
stration élémentaire (dû à M. H. A. Newman) du fait qu'un sous-groupe om-
pat d'homéomorphismes de la sphère n'a pas de petit sous-groupe. Enn, la
setion 6 ontient l'étude détaillée des sous-groupes ompats d'homéomor-
phismes de la sphère.
2. Sous-groupes ompats d'homéomorphismes d'un espae
métrique ompat
Soit (X, d) un espae métrique ompat. On dénit la distane de deux
appliations ontinues f, g : X → X par la formule :
d(f, g) = max
x∈X
d(f(x), g(x)).
Cette distane munit le groupe des homéomorphismes de (X, d) d'une stru-
ture de groupe topologique. Nous pouvons énoner le résultat suivant :
Théorème 2.1. Soit G un sous-groupe fermé d'homéomorphismes de (X, d).
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) G est ompat.
(2) L'ensemble des éléments de G forme une famille équiontinue.
(3) Il existe une distane sur X pour laquelle les éléments de G sont des
isométries.
Démonstration. (1)⇒ (3) est une onséquene de l'existene de la mesure de
Haar sur G. En eet, ei nous permet de onstruire une distane invariante
en prenant la  moyenne  pour la mesure de Haar des images de la distane
d par les éléments de G. (3) ⇒ (2) est trivial et (2) ⇒ (1) est un orollaire
diret du théorème d'Asoli. 
En partiulier, l'ensemble des itérés d'un élément f appartenant à un
groupe ompat d'homéomorphismes forme une famille équiontinue. Nous
introduirons la dénition suivante :
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Dénition 2.2. Un homéomorphisme f d'un espae métrique ompat (X, d)
est régulier si la famille des itérés de f est équiontinue, autrement dit si
∀ε > 0, ∃α > 0 tel que :
(2.1) d(x, y) < δ ⇒ d(fn(x), fny)) < ε, ∀n.
Citons quelques exemples : un homéomorphisme périodique, une isométrie
pour la distane d sont des homéomorphismes réguliers. On peut montrer le
résultat suivant [4℄ :
Lemme 2.3. Soit f un homéomorphisme régulier, alors la fermeture du
groupe engendré par f est ompat.
Dans le as où X est la sphère S2, ou plus généralement une surfae
ompate, nous pouvons expliiter omplètement la dynamique d'un groupe
ompat d'homéomorphisme au voisinage d'un point xe.
Lemme 2.4. Soit G un sous-groupe ompat d'homéomorphismes de la sphère
S2 et D ⊂ S2 un disque topologique fermé. Alors le ompat
K =
⋃
g∈G
g(D)
est loalement onnexe.
Démonstration. Commençons par rappeler qu'un espae métrique ompat
est loalement onnexe si et seulement si pour tout ε > 0, on peut l'érire
omme une réunion nie de ompats onnexes de diamètre inférieur à ε.
Soit ε > 0. Choisissons une triangulation deD dont les ellules e1, e2, . . . , er,
sont de diamètre inférieur à ϕ(ε), où ϕ(ε) est la borne supérieure des nombres
positifs α tel que :
d(x, y) < α⇒ d(g(x), g(y)) < ε,
pour x, y ∈ S2 et g ∈ G.
Soit ρ > 0, tel que l'intérieur de toute ellule ei ontienne une boule
B(xi, ρ). Alors
(2.2) B(g(xi), ϕ(ρ)) ⊂ g(ei), ∀i, ∀g.
Par onséquent, l'aire de haque ellule g(ei) est minorée par 4pi sinϕ(ρ) et
la famille {g(ei)}i,g ne ontient seulement qu'un nombre ni de ellules deux
à deux disjointes.
Dans ette famille, soit
{
e′1, . . . , e
′
p
}
une sous-famille nie, de ardinal
maximal, de ellules deux à deux disjointes. Alors pour tout g ∈ G et tout
i ∈ {1, . . . , r}, il existe j ∈ {1, . . . , p} tel que e′j ∩ g(ei) 6= ∅. Pour k ∈
{1, . . . , p}, notons Mk la fermeture de l'union de toutes les ellules g(ei) qui
renontrent e′k. Alors Mk est un ompat onnexe de diamètre inférieur à 3ε
(le diamètre de haque ellule g(ei) étant majoré par ε) et
(2.3) K =
p⋃
k=1
Mk,
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e qui ahève la démonstration. 
Théorème 2.5. Soit G un sous-groupe ompat d'homéomorphismes de la
sphère S2 et x0 un point xe de G. Alors il existe un système fondamental
de voisinage de x0, onstitué par des disques topologiques invariants par G.
Remarque 2.6. D'après le Théorème 2.1, G laisse invariant une distane δ.
On peut don être tenter de roire que les boules (pour ette distane δ),
entrées au point x0, fournissent e système de disques invariants. Mais ei
ne fontionne pas ar on ne sait rien, a priori, de ette distane invariante δ
obtenue en moyennant par G la distane eulidienne : elle n'a pas de raison
d'être riemannienne.
La démonstration du Théorème 2.5 repose sur un résultat lassique de
topologie du plan qui se démontre à la fois par des méthodes purement
topologiques [17, 24℄ et par des méthodes issues de la géométrie omplexe
[18℄.
Théorème 2.7. Soit K un ompat, onnexe, loalement onnexe, non vide
de S2, non réduit à un point et sans point de oupure2. Alors la frontière de
haque omposante de S2 \K est une ourbe fermée simple.
Démonstration du Théorème 2.5. Donnons-nous arbitrairement ε > 0. Nous
pouvons trouver δ > 0 tel que :
(2.4) d(x, y) ≤ δ ⇒ d(g(x), g(y)) < ε, ∀x, y ∈ S2, ∀g ∈ G,
puis η > 0 tel que
(2.5) d(x, y) ≤ η ⇒ d(g(x), g(y)) < δ, ∀x, y ∈ S2, ∀g ∈ G.
Soit D le disque eulidien (fermé) de entre x0 et de rayon η. Formons le
ompat, onnexe, invariant :
K =
⋃
g∈G
g(D).
D'après (2.4), on a K ⊂ B(x0, δ). Désignons par V∞ la omposante de S
2\K
qui ontient S2 \B(x0, δ). Soit g ∈ G. En vertu de (2.5), on a
g(S2 \B(x0, ε)) ⊂ S
2 \B(x0, δ).
Par onséquent :
g(S2 \B(x0, ε)) ⊂ V∞ ∩ g(V∞),
et don g(V∞) = V∞.
Par ailleurs, d'après le lemme 2.4, K est loalement onnexe. On pourra
vérier que l'adhérene d'un ouvert onnexe, non vide de la sphère ne possède
pas de point de oupure. Il en est don ainsi de K qui est l'adhérene de
l'ouvert onnexe, non vide
U =
⋃
g∈G
g(int(D)).
2
Un point x ∈ K est un point de oupure si K \ {x} n'est pas onnexe.
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Par suite, haque omposante onnexe du omplémentaire deK est un disque
topologique en vertu du théorème 2.7. En partiulier, la frontière de V∞ est
une ourbe fermée simple invariante et le disque topologique bordé par ette
ourbe et ontenant x0 est invariant et ontenu dans la boule B(x0, ε). 
3. Sous-groupes ompats d'homéomorphismes du erle
Commençons par démontrer les résultats élémentaires suivants :
Lemme 3.1. Soit f : [0, 1] → [0, 1] un homéomorphisme régulier et rois-
sant, alors f = Id.
Soit f : S1 → S1 un homéomorphisme régulier, qui préserve l'orientation
et possède un point xe, alors f = Id.
Démonstration. Soit f : [0, 1]→ [0, 1] un homéomorphisme régulier et rois-
sant. Par l'absurde, supposons f 6= Id, et soit ]a, b[ une omposante de
[0, 1] \ Fix(f). On a f(a) = a, f(b) = b et (par exemple) :
f(x) > x, ∀x ∈]a, b[.
Alors, l'orbite par f de tout point de ]a, b[ onverge vers b, e qui entre en
ontradition ave la régularité de f qui impose que l'orbite d'un point voisin
de a reste prohe de a.
Soit maintenant f : S1 → S1 un homéomorphisme régulier, qui préserve
l'orientation et possède un point xe. L'étude d'un relèvement de f ,
f˜ : R→ R,
qui possède un point xe x˜, nous ramène au résultat préédent en onsidérant
la restrition de f˜ à l'intervalle [x˜, x˜+ 1]. 
Soit f un homéomorphisme de S1 qui préserve l'orientation et f˜ : R→ R
un relèvement de f . On rappelle que la limite
(3.1) θ(f˜) = lim
n
f˜n(x˜)− x˜
n
existe toujours est ne dépend pas du point x˜ ∈ R (voir [11℄). Si f˜ ′ est un
autre relèvement de f alors θ(f˜)− θ(f˜ ′) est un entier. On note ρ(f) la lasse
résiduelle de es nombres modulo Z et on l'appelle le nombre de rotation de
f .
Lemme 3.2. Soit G un sous-groupe ompat d'homéomorphismes du erle
S1 qui préservent l'orientation, alors l'appliation nombre de rotation
ρ : G→ U(1)
est un morphisme ontinu et injetif.
Démonstration. En moyennant les images par G de la mesure anonique de
S1 à l'aide de la mesure de Haar sur G, on obtient une mesure de probabilité
µ sur le erle invariante par G.
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Soit f ∈ G. On peut réérire l'expression (3.1) sous la forme
(3.2) θ(f˜) = lim
n
n−1∑
k=0
ϕf˜ (f
n(x))
n
où ϕf˜ : S
1 → R est la fontion induite par l'appliation périodique
x˜ 7→ f˜(x˜)− x˜, x˜ ∈ R.
Par onséquent, d'après le théorème ergodique de Birkho (voir par exemple
[22℄), on a
(3.3) θ(f˜) =
∫
S1
ϕf˜ dµ .
Enn, on démontre sans diulté, à partir de la dénition de ϕf˜ , la rela-
tion de oyle :
ϕf˜◦g˜ = ϕf˜ ◦ g + ϕg˜.
Par suite, si f et g sont deux éléments quelonques du groupe G, on obtient
(3.4) θ(f˜ ◦ g˜) =
∫
S1
ϕf˜ ◦ g dµ+
∫
S1
ϕg˜ dµ = θ(f˜) + θ(g˜),
e qui établit que ρ est bien un morphisme de groupe.
L'injetivité est une onséquene du Lemme 3.1 et du fait qu'un homéo-
morphisme du erle, qui a pour nombre de rotation 0, possède un point xe
(voir [11℄).
La ontinuité résulte de l'inégalité suivante :
d(f, Id) ≤ ϕ(ε)⇒
∣∣∣θ(f˜)∣∣∣ ≤ ε,
qui est elle-même onséquene de l'équiontinuité d'un élément f du groupe
G. 
4. Sous-groupes ompats d'homéomorphismes du disque
Le résultat suivant généralise un résultat onnu pour les homéomorphismes
périodiques du disque [7℄.
Lemme 4.1. Un homéomorphisme régulier du disque D2 qui est l'identité
sur le bord est l'identité sur le disque tout entier.
Démonstration. Formons le double de f , qui est un homéomorphisme de la
sphère et que nous ontinuerons de désigner par f . Nous obtenons ainsi un
homéomorphisme régulier, qui est l'identité sur une ourbe fermée simple J
(orrespondant au bord deD2) et que nous pouvons supposer être l'équateur.
Choisissons sur J deux points diamétralement opposés que nous noterons
a et b. Soit d un erle arbitraire séparant les points a et b. Reprenons
la onstrution donnée dans la démonstration du Théorème 2.5, en prenant
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pourG, la fermeture dans Home´o(S2) du groupe engendré par f et pourD, le
disque (fermé) délimité par d et ontenant a. Notons, omme préédemment
K =
⋃
g∈G
g(D)
et désignons par ∆ la omposante de b dans S2 \K. Alors ∆ est un disque
topologique invariant bordé par une ourbe fermée simple que nous noterons
δ. Cette ourbe sépare les points a et b et renontre don néessairement la
ourbe J . Par onséquent, en utilisant à nouveau le lemme 3.1, on en déduit
que f = Id sur δ. Or, par onstrution
δ ⊂
⋃
g∈G
g(d),
et don δ ⊂ d (ar δ ⊂ Fix(G)), e qui n'est possible que si δ = d. Le erle
d ayant été hoisi arbitrairement, ei montre que f = Id sur S2. 
Corollaire 4.2. Soit f ∈ Home´o+(D2) un homéomorphisme régulier, dif-
férent de l'identité. Alors f possède un point xe unique et e point est situé
à l'intérieur du disque.
Démonstration. D'après le théorème du point xe de Brouwer, f possède au
moins un point xe x0. Si f 6= Id, il résulte du lemme 4.1 et du lemme 3.1
que e point xe se trouve à l'intérieur du disque.
Nous allons maintenant montrer que si f possède un seond point xe x1
alors f = Id. Pour ela, onstruisons à l'aide du théorème 2.5, une ourbe
fermée simple invariante J ∈ int(D2) qui sépare les deux points xes et borde
un disque topologique (ouvert) ∆ ontenant x0. Par onstrution, l'anneau
topologique (fermé) A = D2 \∆ et invariant par f et ontient l'autre point
xe, x1. Soit
f˜ : R× [0, 1]→ R× [0, 1]
un relèvement de la restrition de f à A. On peut vérier que f˜ est un
homéomorphisme régulier de R × [0, 1] (pour la métrique standard). Soit
ϕf˜ : A→ R la fontion dénie par
x 7→ p1
(
f˜(x˜)− x˜
)
,
où p1 est la projetion sur le premier fateur du produit R× [0, 1]. La régu-
larité de f implique l'existene et l'uniité (indépendane par rapport à x)
de la limite
lim
n
n−1∑
k=0
ϕf˜ (f
n(x))
n
,
que nous noterons θ(f˜) omme dans la preuve du lemme 3.2. Soit x˜1 un
relèvement de x1 et hoisissons pour f˜ un relèvement de f qui xe x˜1. Alors
on a néessairement θ(f˜) = 0 et ei impose à f d'avoir un point xe sur
∂D2 (voir [11℄). Il résulte alors du lemme 3.1, que f est l'identité sur ∂D2
puis que que f est l'identité sur le disque d'après le lemme 4.1. 
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Corollaire 4.3. Soit G un sous-groupe ompat d'homéomorphismes du
disque D2. La restrition au bord
R : G→ Home´o(∂D2)
est un morphisme ontinu et injetif.
Démonstration. La restrition au bord d'un sous-groupe d'homéomorphismes
du disque est toujours un morphisme ontinu mais n'est pas injetif en
général. Soit g ∈ G un élément du noyau de R. Comme g est régulier, alors
g = Id en vertu du lemme 4.1 et don R est injetif si G est ompat. 
En ombinant le orollaire 4.3 ave le lemme 3.2, on obtient :
Corollaire 4.4. Tout sous-groupe ompat G de Home´o+(D2) est isomorphe
(en tant que groupe topologique) à un sous-groupe fermé de U(1).
Si G est ni, il est engendré par un élément périodique f . Dans e as,
on montre que f est onjugué à une rotation eulidienne (voir [7℄). Sinon,
G = U(1) et nous allons établir le résultat suivant :
Théorème 4.5. Toute ation ontinue et dèle du groupe U(1) sur le disque
est topologiquement onjuguée à l'ation standard de SO(2).
Nous diviserons la démonstration de e résultat en deux étapes : nous
montrerons d'abord que la struture des orbites d'un tel groupe est identique
à elle de l'ation standard et ensuite, e qui est la partie la plus déliate,
qu'il existe un ar transverse aux orbites, e qui nous permettra de onlure.
Lemme 4.6. Les orbites de toute ation ontinue et dèle de U(1) sur le
disque D2 sont onstituées par un point xe unique x0 à l'intérieur du disque
et des ourbes fermées simples qui entourent e point.
Démonstration. Soit G l'image de U(1) dans Home´o(D2) et f ∈ G un élé-
ment d'ordre inni. L'unique point xe x0 de f donné par le orollaire 4.2
est également un point xe de G ar les itérés de f forment un ensemble
dense dans G. Par onséquent, x0 est également l'unique point xe de tout
autre élément g 6= Id de G. Il en résulte que la G-orbite de tout point x
diérent de x0 est une ourbe fermée simple. Cette ourbe est invariante par
f et borde un disque qui ontient néessairement un point xe de f , en vertu
du théorème du point xe de Brouwer. Ce point xe ne peut être que x0, e
qui ahève la démonstration du lemme 4.6. 
Lemme 4.7. Étant donné une ation topologique et dèle de U(1) sur le
disque D2, il existe un ar simple renontrant haque orbite en un point et
un seul.
Remarque 4.8. Je ne onnais pas de preuve élémentaire de e lemme. La
démonstration proposée ii est une onstrution  à la main  de et ar
transverse. On pourra remarquer que e résultat n'est pas une onséquene
immédiate du lemme 4.6. Il existe en eet des partitions de l'anneau par
des familles de ourbes fermées simples essentielles qui n'admettent pas de
transversale. On pourra onsulter [23℄ pour plus de détails sur le sujet.
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Soit G l'image de U(1) dans Home´o(D2) et x0, l'unique point xe de G.
Pour tout x ∈ D2, on note γ(x) la G-orbite de x.
Sous-lemme 4.9. Pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que si x et y sont deux
points distints d'une même G-orbite γ et d(x, y) < δ, alors un des deux ars
délimités par x et y sur γ a un diamètre inférieur à ε.
Démonstration. Notons x0, l'unique point xe de G. Soit ε > 0 et ∆ un
disque ontenant x0, invariant par G et de diamètre inférieur à ε (voir
théorème 2.5). On pose A = D2 \ ∆. Il sut de démontrer le sous-lemme
pour les orbites ontenues dans l'anneau A, e qui résulte de l'observation
suivante. Il existe un voisinage ouvert onnexe V de l'identité dans G tel que
(4.1) d(x, g(x)) < ε/2,
pour tout x ∈ A et g ∈ V . Comme de plus G agit librement sur A, il existe
δ > 0 tel que :
(4.2) d(x, g(x)) ≥ δ,
pour tout x ∈ A et g ∈ G \ V . Par onséquent, si x et y sont deux points
d'une même G-orbite γ ⊂ A tels que d(x, y)) < δ alors y = g(x) ave g ∈ V
et l'ar {g(x); g ∈ V } de γ a un diamètre inférieur à ε. 
On munit l'ensemble des orbites de G d'un ordre total en dénissant la
relation suivante : γ ≤ γ
′
(respetivement γ < γ
′
) si et seulement si γ est
ontenue dans le disque fermé (respetivement ouvert) bordé par γ
′
(ave la
onvention x0 ≤ x0).
Dénition 4.10. Étant donné deux points x, y ∈ D2, tel que γ(x) < γ(y),
on appelle µ-haîne monotone de x à y, une olletion {x0 = x, x1, . . . , xn = y}
de points de D2 tels que :
d(xk, xk+l) < µ et γ(xk) < γ(xk+l),
pour k = 0, . . . , n− 1.
Sous-lemme 4.11. Pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que deux points
quelonques x, y n'appartenant pas à la même orbite et vériant d(x, y) < δ
peuvent être joints par une µ-haîne monotone de diamètre inférieur à ε pour
tout µ > 0.
Démonstration. Soit ε > 0 et hoisissons δ > 0 (δ < ε) omme dans le sous-
lemme 4.9. Soient x, y deux points tels que γ(x) < γ(y) et d(x, y) < δ/2.
Étant donné µ > 0 (µ < δ), on peut trouver une suite nie de G-orbites
γ0 = γ(x) < γ1 < · · · < γn = γ(y)
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telle que la distane de Hausdor
3 dH(γk, γk+1) de deux ourbes onséutives
de la suite soit inférieure à µ/3.
Le segment xy renontre haune des ourbes intermédiaires γk. Choisis-
sons pour haque k ∈ {1, . . . , n− 1}, un point
xk ∈ xy ∩ γk.
Si d(xk, xk+1) < µ pour tout k, nous avons onstruit notre µ-haîne de
diamètre inférieur à ε, sinon, voilà omment raner ette haîne pour en
obtenir une.
Soit xr, xr+1, une paire de points onséutifs tels que d(xr, xr+1) ≥ µ.
Comme dH(γr, γr+1) < µ/3, on peut trouver un point x
′
r+1 sur γr+1 tel que :
d(xr, x
′
r+1) < µ/3,
et don :
d(xr+1, x
′
r+1) ≤ d(xr+1, xr) + d(xr, x
′
r+1) < δ/2 + µ/3 < δ.
Alors, d'après le sous-lemme 4.9, un des deux ars délimités par xr+1 et
x
′
r+1 sur γr+1 a un diamètre inférieur à ε. Subdivisons et ar en s sous-ars
de diamètre inférieur à µ/3 et notons les point intermédiaires de la façon
suivante :
x
′
r+1 = z
0
r+1, z
1
r+1, . . . , z
s
r+1 = xr+1.
Choisissons ensuite des ourbes
γr = γ
0 < γ1 < · · · < γs = γr+1.
Comme dH(γr, γr+1) < µ/3 et γr < γ
j < γr+1 pour 1 ≤ j ≤ s − 1, il est
possible de trouver, sur haque ourbe intermédiaire γj , un point xjr+1 tel
que d(xjr+1, z
j
r+1) < µ/3. La suite
xr = x
0
r+1, x
1
r+1, . . . , z
s
r+1 = xr+1
est don une µ-haîne joignant xr et xr+1 qui appartient à un 2ε-voisinage
du segment xrxr+1. En eetuant les orretions néessaires pour haque
paire xr, xr+1 telle que d(xr, xr+1) ≥ µ, on obtient nalement une µ-haîne
monotone joignant x et y et de diamètre inférieur à 4ε. 
Preuve du Lemme 4.7. En utilisant le sous-lemme 4.11, on peut onstruire
une suite de nombres réels δn > 0, qui tend vers 0, et telle que deux points
quelonques x, y vériant d(x, y) < δn, peuvent être joints, pour tout µ > 0,
par une µ-haîne de diamètre inférieur à 1/2n.
Soit X0 une δ0-haîne monotone joignant x0, le point xe du groupe à
un point x∞ sur le bord du disque D
2
. Réursivement, ayant déni Xn, on
3
La distane de Hausdor est dénie sur les parties fermées d'un espae métrique
ompat (X, d) par la formule :
dH(A,B) = max
{
max
a∈A
d(a,B), max
b∈B
d(b,A)
}
.
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joint haque paire de points onséutifs xnk , x
n
k+1 de Xn, par une δn+1-haîne
monotone de diamètre inférieur à 1/2n an d'obtenir Xn+1 et on pose :
X =
⋃
n∈N
Xn.
C'est alors un exerie standard de topologie ([14, Theorem 2.27℄) de montrer
que l'adhérene X de X dans D2 est un ar joignant x0 et x∞. Cet ar est
simple et renontre haque orbite en un point unique, par onstrution, e
qui ahève la démonstration. 
Preuve du théorème 4.5. Pour ompléter la preuve du théorème 4.5, on hoisit
un ar α, transverse aux orbites, donné par le lemme 4.7 et une paramétri-
sation x(r), r ∈ [0, 1] de et ar. L'appliation
h : reiθ 7→ Ψ(eiθ, x(r)),
où Ψ : U(1) ×D2 → D2 dénote l'ation, nous donne alors une onjugaison
topologique ave le groupe des rotations eulidiennes, SO(2). 
5. Un lemme de M.H.A. Newman
Avant d'entreprendre l'étude des sous-groupes ompats d'homéomorphismes
de la sphère, nous présentons un lemme dû à M.H.A. Newman [16℄.
Lemme 5.1. Soit f un homéomorphisme périodique de S2 de période p > 1,
alors parmi les itérés de f , il en existe un, disons f r, tel que :
(5.1) d(f r, Id) > 1.
De plus :
(5.2) d(f, Id) >
2
p
.
Démonstration. Commençons par remarquer que (5.2) est une onséquene
de (5.1). En eet, dans (5.1), on peut supposer r ≤ p/2 ar l'inégalité (5.1)
est équivalente à
d(fp−r, Id) > 1 .
Par onséquent la négation de (5.2) onduit à
d(f r(x), x) ≤
r−1∑
i=0
d(f i+1(x), f i(x)) ≤
2r
p
≤ 1, ∀x,
et don à la négation de (5.1).
La preuve de la première inégalité résulte de la remarque suivante : sup-
posons au ontraire que d(fk, Id) ≤ 1 pour tout k, alors l'orbite d'un point
quelonque x est entièrement ontenue dans l'hémisphère de ple x et par
suite, pour tout p-uplet (λ0, λ1, . . . , λp−1) de nombres positifs tels que Σλi =
1 :
(5.3) gλ(x) =
p−1∑
i=0
λif
i(x) 6= 0,
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pour tout x. Cei implique l'existene d'une homotopie dans R3 − {0} entre
l'identité et la fontion
(5.4) g(x) =
1
p
p−1∑
i=0
f i(x),
e qui est inompatible ave le fait que deg(g) = 0 modulo p. 
Corollaire 5.2. La boule unité fermée de Home´o(S2) ne ontient auun
sous-groupe ompat non trivial.
Démonstration. En eet, si un tel groupe existe, on peut trouver un élément
non trivial f de e groupe tel que
d(fn, Id) ≤ 1,
pour tout n ∈ Z. En vertu du lemme 5.1, f n'est pas périodique. Quitte à
remplaer f par son arré, on peut supposer que f préserve l'orientation et
don possède au moins un point xe. Alors, d'après le lemme 2.5, f laisse
invariant un disque topologique et la fermeture du groupe engendré par f
est isomorphe à U(1). Mais e groupe ontient des élément périodiques g
vériant également
d(gn, Id) ≤ 1,
pour tout n ∈ Z, e qui est en ontradition ave le lemme 5.1. 
Il en résulte qu'un sous-groupe ompat d'homéomorphismes de la sphère
ne possède pas de petit sous-groupe. En vertu du Théorème 1.1, on peut don
énoner :
Théorème 5.3. Tout sous-groupe ompat d'homéomorphismes de la sphère
est un groupe de Lie
6. Preuve du théorème prinipal
Cette setion est onsaré à la démonstration du théorème 1.2. Nous en-
visagerons dans un premier temps le as d'un sous-groupe ompat G qui ne
ontient que des éléments qui préservent l'orientation, puis le as général.
6.1. G ne ontient que des éléments qui préservent l'orientation.
Lemme 6.1. Soit G un sous-groupe ompat de Home´o+(S2). Alors tout
élément de G est topologiquement onjugué à une rotation eulidienne d'ordre
nie ou non.
Démonstration. Soit g ∈ G un élément non trivial. En tant qu'homéomor-
phisme qui préserve l'orientation de la sphère, g possède un point xe x0
(théorème de Lefshetz, par exemple). Du théorème 2.5, on déduit l'exis-
tene d'un disque invariant ∆ ontenant x0. Le disque S2 \∆ est également
invariant et ontient don un seond point xe x∗0 de g. En vertu du orol-
laire 4.2, Fix(g) est réduit à es deux points.
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Si g est d'ordre ni, il est onjugué à une rotation eulidienne d'ordre
ni (voir [7℄). Sinon, l'adhérene H du groupe engendré par g est isomorphe
à U(1) (voir orollaire 4.4). Les orbites de H sont onstituées par les deux
points xes x0, x
∗
0 et des ourbes fermées simples qui séparent x0 et x
∗
0. Le
lemme 4.7 nous assure l'existene d'un ar transverse aux orbites, joignant x0
et x∗0, e qui nous permet, omme dans la preuve du théorème 4.5, d'établir
que g est topologiquement onjugué à une rotation eulidienne d'ordre inni.

Soit x ∈ S2. Le stabilisateur de x, noté Stab(x), est le sous-groupe des
éléments g de G tels que g(x) = x. Le sous-groupe ompat Stab(x) laisse
invariant un disque ontenant x. Il est isomorphe à un sous-groupe fermé du
groupe U(1) en vertu du orollaire 4.4.
Inversement, soit H un sous-groupe fermé de G. Si Fix(H) 6= ∅ alors
Fix(H) ontient exatement deux points x0, x
∗
0 et H est isomorphe à un
sous-groupe fermé du groupe U(1).
Lemme 6.2. Si G est inni, il possède un sous-groupe isomorphe à U(1).
Démonstration. D'après le théorème 5.3, G est un groupe de Lie. Par on-
séquent, si G est inni, sa dimension est supérieure à 1 (ar G est ompat).
Il possède don un sous-groupe à un paramètre non trivial et ontient des
éléments d'ordre inni. Soit g un tel élément. Alors l'adhérene du groupe
engendré par g est isomorphe à U(1). 
Nous allons maintenant envisager les divers as possibles.
6.1.1. Cas 1 : G est ni. Chaque élément non trivial de G possède exate-
ment deux points xes. Seulement un nombre ni de points de la sphère
ont un stabilisateur non trivial. Soit Σ et ensemble, alors la projetion
anonique pi : S2 → S2/G est un revêtement ramié et on a la formule de
Riemann-Hurwitz :
(6.1) χ(S2) = nχ(S2/G)−
∑
s¯∈Σ/G
(νs¯ − 1)
où n désigne le ardinal de G et νs¯ est le ardinal des stabilisateurs des
points de ramiation s ∈ s¯. De ette formule, il résulte que χ(S2/G) = 2
et don que S2/G est homéomorphe à S2. Ces revêtements sont entièrement
lassiés par l'ation du groupe G sur l'ensemble ni Σ. A haque solution
donnée par la formule (6.1) orrespond un sous-groupe ni de SO(3) et don
une onjugaison topologique de G ave e sous-groupe.
6.1.2. Cas 2 : il n'y a qu'un stabilisateur inni. Soit H e stabilisateur et
désignons par x0 et x
∗
0 les points xes de H. Soit g un élément quelonque
du groupe G. Alors le point g(x0) est également d'indie inni et don nées-
sairement
g(x0) ∈ Fix(H) = {x0, x
∗
0} .
Si de plus g(x0) = x0, alors g ∈ H.
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- Si ei se produit pour tous les éléments du groupe alors G = H et le
groupe G est topologiquement onjugué au sous-groupe des rotations euli-
diennes autour d'un axe donné.
- Sinon, on peut trouver un élément σ dans G tel que σ(x0) = x
∗
0 et
σ(x∗0) = x0. On a alors néessairement σ
2 = Id et σhσ = h−1, pour tout
h ∈ H. G est don isomorphe au groupe diédral inni
D∞ = Z2 ⋉U(1)
De plus, σ induit une involution ontinue sur l'espae des orbites de H, qui
est homéomorphe à un intervalle, et éhange ses deux extrémités. Par suite,
σ laisse invariant une et une seule des orbites de H. Les points xes de
σ sont néessairement sur ette ourbe. On onstruit alors failement une
onjugaison entre e groupe G est l'ation eulidienne standard du groupe
D∞.
6.1.3. Cas 3 : il y a au moins deux stabilisateurs innis distints. Dans e
as, le groupe G agit transitivement sur S2 en vertu du résultat suivant.
Lemme 6.3. S'il existe deux stabilisateurs innis distints (en tant que sous-
groupes de G), alors le groupe G agit transitivement sur la sphère.
Démonstration. Soit a et b deux points d'indie inni ayant des stabilisateurs
distintsHa etHb respetivement. L'orbite du point a sous l'ation du groupe
Hb, que l'on notera Hb(a) est une ourbe fermée simple passant par a et qui
renontre toutes les orbites du sous-groupe Ha assez voisines de a. Par suite,
la G-orbite du point a, G(a), est ouverte et fermée dans S2, e qui ahève la
démonstration. 
Fixons don un point a de la sphère et désignons par H le stabilisateur de
e point (néessairement isomorphe à U(1)). L'espae homogène, G/H ∼= S2,
est muni naturellement d'une struture de variété analytique sur laquelle G
agit également de façon analytique. On a don trouvé sur S2 une struture
analytique invariante par G. On peut alors onstruire, par moyennisation,
une métrique riemannienne sur S2 invariante par G. Comme l'ation de G est
transitive, ette métrique est à ourbure onstante. Quitte à multiplier ette
métrique par une onstante, on peut supposer que ette ourbure est 1. Par
onséquent, ette variété riemannienne est isométrique à la sphère standard
et ette isométrie dénit la onjugaison reherhée entre G et SO(3).
6.2. G ontient des éléments qui renversent l'orientation. Commençons
par rappeler les faits suivants. Soit s un homéomorphisme régulier de la
sphère qui renverse l'orientation.
 Si s possède un point xe, alors néessairement s2 = Id et s est topologique-
ment onjugué à une réexion orthogonale [7℄.
 Si s2 = Id mais s est sans point xe, alors S2/s est homéomorphe au
plan projetif et par suite, du fait de l'uniité du revêtement universel,
s est topologiquement onjugué à la symétrie entrale x 7→ −x.
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Soit G0 le sous-groupe de G des éléments qui préservent l'orientation.
G0 est un sous-groupe distingué d'indie 2. Quitte à eetuer une première
onjugaison, on peut supposer que G0 ⊂ SO(3).
6.2.1. Cas 1 : G0 ≃ SO(3). Soit s ∈ G \ G0. Tout erle (eulidien) de S
2
est une orbite du stabilisateur Stab(x) d'un point dans G0. Par onséquent,
l'image par s de tout erle de S2 est un erle. D'après un résultat bien
onnu, ei entraîne que s est une anti-homographie de la sphère. Comme
de plus s est régulier, s appartient néessairement à O(3) et ei permet de
onlure que G = O(3)
6.2.2. Cas 2 : G0 ≃ SO(2). Désignons par x0 et x
∗
0 les points xes de G0
et soit s ∈ G \ G0. Alors, s permute les orbites de G0 et induit un homéo-
morphisme sur le quotient S2/G0 qui est un intervalle. Il y a don deux
possibilités :
- Si s xe x0 et x
∗
0, alors s
2 = Id et s est onjugué à une réexion. G est un
produit semi-diret de Z2 par U(1) et sgs = g
−1
pour tout g ∈ G0. En eet,
sinon on aurait sgs = g pour tout g ∈ G0 et la ourbe Fix(s) qui ontient x0
et x∗0 serait une orbite de G0 e qui n'est pas possible. Par ailleurs, s induit
un homéomorphisme roissant sur l'intervalle S2/G0 de période 2 qui ne
peut don être que l'identité. Par suite, s préserve les orbites de G0. Chaque
orbite non triviale de G0 renontre Fix(s) en deux points au moins. Mais
si x et y sont deux points distints de Fix(s) appartenant à la même orbite
de G0, alors y = g(x) pour un ertain g ∈ G0 et la relation sgs = g
−1
nous
donne g2(x) = x. Don g est néessairement d'ordre 2 et ei nous permet
de onlure que haque orbite non triviale de G0 ne renontre Fix(s) qu'en
deux points seulement. On est alors en mesure de onstruire une onjugaison
entre G et le sous-groupe de O(3) engendré par les rotations autour de l'axe
x0x
∗
0 et la réexion par rapport à un équateur ontenant et axe.
- Si s éhange x0 et x
∗
0, alors s induit un homéomorphisme déroissant sur
l'intervalle S2/G0. Cet homéomorphisme a un unique point xe qui orre-
spond à une orbite J de G0 invariante par s. Alors, quitte à omposer s ave
une rotation de G0 on peut supposer que s a un point xe sur J et don se
ramener enore une fois au as où s2 = Id et s est onjugué à une réexion.
On a Fix(s) = J et don sgs = g pour tout g ∈ G0. Dans e as, G est
le produit diret de Z2 par U(1) et on onstruit failement une onjugaison
entre G et le sous-groupe de O(3) engendré par les rotations autour de l'axe
x0x
∗
0 et la réexion par rapport à l'équateur orthogonal à et axe.
6.2.3. Cas 3 : G0 ≃ D∞. Dans e as G0 est engendré par le groupe des
rotations autour d'un axe x0x
∗
0 et par un retournement ρ qui éhange x0 et
x∗0 et dont l'axe est perpendiulaire à la droite x0x
∗
0. Soit s ∈ G \ G0, alors
s permute également les points x0 et x
∗
0 ar le sous-groupe des rotations
autour de l'axe x0x
∗
0 est invariant par s. Quitte à omposer s ave ρ, on
peut supposer que s(x0) = x0 et s(x
∗
0) = x
∗
0 et don que s est une réexion
topologique. En onjuguant s par une rotation d'axe x0x
∗
0, on peut supposer
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également que Fix(s) ontient les points xes de ρ. Alors sρs = ρ. On
onstruit alors failement une onjugaison entre G et le sous-groupe de O(3)
engendré par G0 et la réexion plane par rapport au plan ontenant l'axe
x0x
∗
0 et l'axe du retournement ρ.
6.2.4. Cas 4 : G0 est ni. Dans e as G0 appartient à un des inq types
bien onnus de sous-groupe ni de SO(3) [1℄. Il y a deux possibilités :
-G\G0 ne ontient auune réexion topologique, autrement dit, Fix(s) = ∅
pour tout s ∈ G \ G0. Alors S
2/G est homéomorphe au plan projetif et
la projetion anonique pi : S2 → S2/G est un revêtement ramié, e qui
permet de onlure que G est onjugué à un sous-groupe ni de O(3).
- G \G0 ontient une réexion topologique. Dans e as, G est un produit
semi-diret
Z2 ⋉G0.
Par ailleurs, si s et s′ sont deux réexions topologiques distintes dans G alors
le ardinal de l'ensemble Fix(s)∩Fix(s′) est égal à 2. En eet, un point xe
ommun à s et s′ est un point xe de la rotation ss′ qui en possède au plus 2
et si les deux ourbes Fix(s) et Fix(s′) ne s'intersetent pas, ou seulement
en un point, alors la rotation ss′ envoie un disque fermé à l'intérieur de
lui-même (à l'exlusion éventuellement d'un point du bord), e qui n'est pas
possible pour une rotation. On est alors en mesure de onstruire  à la main ,
dans haune des inq situations possibles, des domaines fondamentaux et
de montrer, haque fois, que G est onjugué à un sous-groupe ni de O(3)
(voir [7℄ et [8℄).
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